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DER EBENE ELASTISCHE SPANNUNGSZUSTAND IN 

KOMPLEXER DARSTELLUNG 

L. FOPPL 

Miinchen 

(Receiued 21 September 1961) 

Zusammenfassung-Die beiden Invarianten des ebenen Spannungszustandes werden mit Hilfe der 
Gleichgewichtsgleichungen und der Vertraglichkeitsgleichung allgemein gtiltig durch eine Fur&ion 
dargestellt. Als Reispeil dient der Spannungszustand, der durch zwei entgegengesetzt gerichtete 
Einzelkrafte hervorgerufen wird. Aus der theoretischen tisung werden die Isochromaten berechnet 

und mit einem spannungsoptischen Versuch verglichen. 

DIE GRUNDLAGRN 

LEGT man in die Ebene eines elastischen Span- 
nungszustandes ein kartesisches Koordinaten 
system x, y und bezeichnet die Spannungen in 
Schnitten parallel zu den Koordinatenachsen 
mit uz, uy und T, so lauten die Gleichgewichts- 
gleichungen : 

(lb) 

Positives Vorzeichen der Normalspannungen cr 
und uy sol1 Zug und negatives Druck bedeuten. 
Auch das positive Vorzeichen der Schubspan- 
nunge muss vereinbart werden. Durch das 
positive Vorzeichen vor 7 in den Gleichgewichts- 
gleichungen (i) wird die positive und negative 
Richtung der Schubspannung bestimmt. 

Die Vertraglichkeitsbedingung fur die elasti- 
schen Spannungen ist von r unabhangig. Mit 
der Abkiirzung 

A E ;$ + 5 (2) 

lautet sie : 

A@, + uv) = 0. (3) 

Statt der Veranderlichen x und y sollen die kon- 
jugiert komplexen Veranderlichen 

z=x+iy 
Z=x-iy 

eingefiihrt werden. Die Umkehrung dieser 
Koordinatentransformation ist 

Z+Z -2 - z 
x = ----; 2 Y = -1 --~- 2 (9 

ZunHchst wird gezeigt, dass die beiden Gleich- 
gewichtsgleichungen (i) in der komplexen Dar- 
stellung einer einzigen gleichwertig sind. Zu 
diesem Zweck bilde man aus den Gl. (1) mit 
Hilfe der imaginaren Einheit i: 

Schreibt man diese Gleichung urn in: 

2; (u, + z-7) + i $ (CT, - iT) = 0 (7) 

und beachtet, dass wegen der Gl. (4) 

; ((TX + jT) = F!!r;i_” + “‘“?I;?) 
7 

und (8) 

i (q, _ i7) = i !!5!!! _ i !TFT!$I 
: 

gesetzt werden kann, so geht Gl. (7) bei Ein- 
setzen dieser beiden letzten Ausdriicke iiber in 
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Die hierzu konjugierte Gleichgewichts- 
gleichung erhalt man durch Wechsel des Vor- 
zeichens von (i) zu: 

Bemerkenswert ist, dass in der Gleich- 
gewichtsgleichung nur die Spannungssumme 
und die Spannungen in der Verbindung 
[(uZ - a,)/21 f i7 auftreten. Es sind dies die 
beiden Invarianten des Spannungszustandes. 

Urn such die Vertdglichkeitsgleichung (3) 
komplex darzustelIen, beachte man, dass fiir 
eine Funktion von x und y, die in den Ko- 
ordinaten z und z umgeschrieben wird, wegen 
Gl. (4) die Beziehungen gelten: 

aF aF %F 
r 

-- x,+,und~~=i~~-i~ 
i;X Z 

Bei nochmaligem Differenzieren erhalt man 
hieraus : 

a2F a2F a2F _=~ 
ax* 

a2F a2F a2F a2F a2F 
_=_ 
aY2 

z2 + a;$? + zjz - -a?2 

Die Addition dieser beiden Gleichungen ergibt 

Die Vertraglichkeitsgleichung (3) lautet dem- 
nach in komplexer Darstellung : 

Diese Gleichung sagt aus, dass sich die 
Spannungssumme CT~ + uy durch die Summe 
oder die Differenz zweier gleicher Funktionen 
von z bzw. z folgendermassen darstellen lasst : 

oder 

uX + url = - i[#(z) - t/(r)] (12a) 

In beiden Fallen wird Gl. (11) befriedigt. 
Furs weitere soll der Ansatz nach Gl. (12) 

fur die Spannungssume zu Grunde gelegt wer- 
den. Damit geht die Gleichgewichtsgleichung 
(9) iiber in: 

woraus durch Integration nach z folgt 

u1 - 01, 

2 
+iTZ_;dY;)+I(-;) (13) 

; 

Darin bedeutet .f(f) eine zunachst unbekannte 
Funktion von 2, die dazu dient, Randbedingun- 
gen zu erfiillen; f(z) fur sich genommen gehort 
zu einem harmonischen Spannungszustand, fir 
den die erste Invariante uZ + uy verschwindet. 
Wenn in der Spannungssumme y nur in geraden 
Potenzen auftritt, so darf man das Vorzeichen 
von y umkehren. Dies bedeutet abet-, dass zur 
Befriedigung der Randbedingungen zwei Funk- 
tionen fi(z) + f2(z) zur Verfiigung stehen. 

2. BEISPIEL : ZWEI ENTGEGENGESETZT 

GERICHTETE EINZELKR.&FTE 

In der unendlichen Ebene sollen auf einer 
Geraden, die als x-Achse dient, an zwei Punkten 
0, und O2 im Abstand 2a zwei entgegengesetzt 
gerichtete Krafte P angreifen (s. Abb. 1). An 
einer beliebigen Stelle A der Ebene entsteht 
dabei ein ebener Spannungszustand, der sich 
aus den strahlenfiirmigen Spannungen u,i und 
u,~ zusammensetzt mit 

u r1 = 
p acospllund u 

7ra rl 
r2 = _ ‘a7 (14) 

rra 2 

Hieraus folgt durch tiberlagerung von (~,r und u,~ : 
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7# = u$q COS2~1 + a,2cos2q)2 

P acos3pl, 

- i 

a cos3 fp2 -~ 
3ra rl r2 > 

I 
I( 

(I 4, (I 

7‘ 

ABB. 1. 

0” url sin2 v1 + uti sin2 yZ 

P = -- 
aa ( 

a cos p1 sin2 pll a cos q2 sin 2~.1 - - 
rl r2 1 

TxY = 7 = url cos ~~ sin y1 + u, vZ cosZ sin y2 

P 

( 

a cos2 y1 sin v1 a cos2 y2 sin v2 
=- 

na r1 r2 1 

I woraus 

J 

Die erste Invariante wird dann: 

ux + UII CJTl + UT2 -----== 
2 2 

Entsprechend den fjberlegungen von $1 
sol1 der Spannungszustand in komplexer 
Schreibweise dargestellt werden. Man beachte 
die Beziehungen : 

(15) 

z1 = rl exp (i& = z + a; 

z, = rzexp(icp2) = 2 - a; 

P 

( 

a coscp, a cosq, =-_ __ -___ 
2rra rl r2 1 

(16) 

und die zweite Invariante: 

ox - UY P acosp, 
2 + i7 = 2z 

r 
rl exp (244 

a cos v2 _-__ 
r2 

exp (%2) 
1 

(17) 

Urn die Spannungen dimensionslos darstellen zu 
kbnnen, beziehe man sie auf die Einheitsspan- 

Vergleicht man Gl. (12) mit Gl. (16) unter 
Berticksichtigung der Gl. (18) und (19), SO 

nung : erhalt man : 

P -= 
25ra 

1 (18) 

1 1 1 
- = ~- = - exp (-@l); 

Zl z+a h 

1 1 1 
x = - = - exp (if& 
Zl Z+a rl 

sowie 

1 1 1 
-= 
z2 

___ = - exp (-iv2); 
z-a r2 

1 1 1 
- = - = - exp (ip2) 
z2 Z-a r, 

folgen. Demnach ist : 

1 1 2 COSpll ---++---_P_; 
a+z a+3 rl 

1 1 -- 
a-z + 

2 cos ($72 ~ = _ ____ 
a--Z r2 

(19) 

C(z) = & + & (20) 
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Urn die zweite Invariante komplex darzustellen, 
bilde man 

d+(z) CI a 
_- ~~-~ 

dz (a + :)2 + (a - t)2 (21) 

Damit folgt aus Gl. (13) 

-7 
=_ --- 

2 C 
(a 4 2)2 + (U&i)e) +fCz) 

Mit 

f(z) = ; 

geht Gl. (22) iiber in 

+” 
( 
2a$ + ($lI;2) 

2 (a + T)2 

a 2a+z+t 2a - z--z = ~ ._~~~ 
2 c (a + 2)2 + mm(a - 2)2 1 , 

(22) 

(23) 

1 
i (24) 

J 

Dieser in komplexer Darstellung wiedergege- 
bene Ausdruck fiir die zweite Invariante stimmt 
mit dem Wert nach Gl. (17) tiberein, wovon 
man sich leicht tiberzeugen kann, wenn man in 
Gl. (24) z + ? = 2x einsetzt und 

(a : 2)2 = ri exp (2ip3; -l-- = 
(a - Z)2 4 exp (2k2) ra 

berticksichtigt. 

Fur die weiteren Betrachtungen ist es zweck- 
mhsig, das zu den Angriffspunkten O1 turd O2 
der beiden Krafte P gehiirige Bipolarko- 
ordinatensystem zu Grunde zu legen (s. Abb. 2). 
Bekanntlich sind die Koordinatenlinien dieses 
Systems tiberall senkrecht aufeinander stehende 
Kreise (s. z.B. “Drangund Zwang” Bd. 3, S. 141). 
Die eine Kreisschar sind die durch die Pole 
0, und O2 laufenden “Polkreise”, deren Mittel- 
punkte 0, auf der y-Achse liegen (s. Abb. 2). 
Die Mittelpunkte 0, der zweiten Kreisschar, 
der sogen. “ApolIonischen Kreise”, liegen auf 
der x-Achse. Die Polkreise sind durch ,f3 = 
const. gekennzeichnet (Der Winkel ,6 = p1 + B2 

ist in Abb. 2 eingetragen). Die zugehbrigen 
Radien sind mit RI bezeichnet und die der 
Apollonischen Kreise mit R,. Die im Aufpunkt 
A von den beiden Kraften P herrtihrenden 
Spannungen u,r und ur2 nach Gl. (4) sind in 
Abb. 2 eingetragen. Die damit folgenden, auf 
das Bipolarkoordinatensystem bezogenen Span- 
nungen ua, up und rE8 ergeben sich hieraus zu : 

ua = UT1 cos2 p1 + ur2 cos2 p2 

P cosql,, 

==- c- 77 

~~~ cos2 p, - %!;;p?? cog p2 

r1 ) 

ug = uT1 sin2 & + ur2 sin2 p2 

P cosp, 

= imm 

cos 02 

rl 
sin2 j?l - 

i7 
I’ -- sin2 /I2 
2 1 

7 nB = u,l cos /31 sin fil - ur2 cos B2 sin f12 

P cosp, 

~ i 
_ ~~~~ 

T r 
cos /I1 sin /3r 

1 

+ !?,ky2 cos p2 sin fi2 
2 ) 

(25) 

Urn die Spannungen dimensionslos darzustellen, 
setzen wir entsprechend Gl. (18) (P/27ra) = 1. 

Aus Abb. 2 entnimmt man die Beziehungen: 

r 1- - 2Rg cos &; r2 = 2R, cos fi2 (26a) 

cos pi = sin p2; cos n = - sin & (26b) 

Unter ihrer Beriicksichtigung und wegen 
& + /3, = /3 gehen die Gl. (25) iiber in: 

ug = 5 (cos /31 sin f12 + sin /3, cos fi2) 
R, 

= a sin p = sin2 /3 
RF 

(27a) 

= a sin (i$ + B2) tg 16, tg P2 = sin2 B tg P1 tg B2; 
Rp’ 

P’b) 

T@ = $ (sin B1 sin ,L3, - sin p2 sin fll) = 0 (27~) 

Gl. (27~) sagt aus, dass die Normalspannungen 
ua und ua tiberall Hauptspannungen sind. Die 
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ABB. 2. Die Bipolar-Koordinaten a und 8. 

Kreise des Bipo~rkoordinatensystems sind dem- 
nach Hauptspannungs~nien des Spannungs- 
zustandes. Nach Gl. (27a) nimmt up lings der 
Polkreise /3 = const. konstante Werte an. 
Denkt man sich eine zu einem beliebigen Pol- 
kreis gehiirige Kreisscheibe aus der Ebene 
herausgeschnitten, so halbiert der Polkreis die 
beiden Lasten P derart, dass auf die Kreis- 
scheibe bei O1 und O2 die entgegengesetzt 
gerichteten Zugkrafte P/2 entfallen, wahrend 
auf die kreisgelochte Ebene bei 0, und O2 die 
zwei entgegengesetzt gerichteten Druckkrafte 
P/2 wirken. Wenn man am Rand der heraus- 
geschnittenen Kreisscheibe einen gleic~~ssigen 
Druck p = -sin2 /3 aufbringt, der sich als 
gleichf6rmiger hydrodynamischer Druck iiber die 
ganze Kreisflache verteilt, so verbleiben als 
tiussere Belastung der Kreisscheibe die beiden 
Zugkrafte P/2 an den Punkten O1 und 0,. ,Der 
Spannungszustand in der Kreisscheibe unter der 
Wirkung dieser beiden iiusseren Krlfte wird 
demnach durch die Gl. (27a) und (27b) fur 
croL und uB wieder gegeben, wenn man noch den 
hydrodynami~hen Druck p = -sin2 p iiber- 

lagert. ~ntsprechend bekommt man den Span- 
nu~gs~stand in der kreisgelochten Scheibe 
unter der Wirkung zweier Druckkrgfte P/2 bei 
0, und O2 aus den Gl. (27a) und (27b), wenn man 
den vom gleichmassigen Druck p = -sin2 fi 
langs der kreisfiirmigen Begrenzung herriihren- 
den Spannungszustand in der kreisgelochten 
Scheibe iiberlagert. Bei der endgiiltigen Berech- 
nung der Spannungen ist der Faktor P/27ru den 
Spanmmgen hinzuzuftigen, der nach Gl. (18) 
gleich i gesetzt worden war. 

Bei der Ableitung dieser Ergebnisse h%tte 
man such von den beiden komplex dargestellten 
Invarianten nach Gl. (20) und (24) ausgegen 
konnen, wenn man den Ubergang von der 
z = x + iy Ebene auf die Koordinaten 
y = a + i/3 des Bipolarkoordinatensystems mit 
Hilfe der Beziehung 

a + iP 
2 =atg---- 

2 

oder naeh Spaltung dieser Gleichung in Real- 
und Imaginiirteil: 
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sinh - CL sin p x = fl ~___.-..__ . 
cosh+cosB’ Y==n coshfcos/3 

durchgeftihrt hatte. Diese rein analytische 
Behandlung der Aufgabe ist aber umstandlicher 
als die obige Darstellung. Die Gl. (27) sollen 
dazu dienen, die Isochromaten zu berechnen 
und mit einem spannungsoptischen Versuch zu 
vergleichen. Da die Spannungen ua und up 
Hauptspannungen sind, so erhalt man die 
Isochromaten aus der Beziehung : 

7H = “c2”Lp = 
2 

const. (29) 

Setzt man die Werte fir ua und ua aus den Gl. 
(27) ein, so erhalt man: 

5-H = e2y (tg /3r tg /3Z - 1) (30) 

oder wegen der aus Abb. 2 zu entnehmenden 
Beziehungen 

tg p1 rxz a$?; tgp, = %I;-?; 

7H = 

wobei y2 = x2 + y2 bedeutet. Auch hier ist zu 
beachten, dass es sich urn die dimensionslose 
Darstellung der Spannungen handelt und die 
tatsachlichen Spannungen durch Multiplikation 
mit P/2ra erhalten werden. 

Besonders bemerkenswert ist, dass die Null- 
Isochromate TH = 0 dem Grundkreis r = CL 
entspricht. Fur alle Punkte innerhalb des 
Grundkreises jist TH positiv, fir alle Punkte 
ausshalb negativ. Da die Spannungsoptik nur 
den absoluten Betrag von TH an jeder Stelle 
angibt, so kommt der Unterschied im Vorzeichen 
von 7H innerhalb und ausserhalb des Grund- 
kreises spannungsoptisch nicht zur Geltung. 

Die Isochromaten 7H : const. werden mit 
Hilfe von Gl. (31) erhalten, indem man fur 
einige Punkte des Spannungszustandes die Werte 
von 7H berechnet und die zu gleichen T-H- 
Werten gegehbrigen Punkte miteinander ver- 
bindet. Auf diese Weise sind die in Abb. 3 
eingezeichneten Isochromaten gewonnen wor- 
den. Alle Isochromaten Bberschreiten die Null- 
Isochromate (Grundkreis) in den Polen 0, und 

0,. 
Urn dieses theoretisch gefundene Bild der 

Isochromaten mit einem spannungsoptischen 
Versuch zu vergleichen, wurde eine spannungs- 

ABB. 3. Die Isochromaten 7n = const. 



ARB. 4. Isochromaten beim Versuch. 
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opt&he Aufnahme mit dem einfarbigen Licht 
einer Natriumdampflampe durchgefiihrt. Das 
Ergebnis zeigt Abb. 4. In der 1 cm dicken Platte 
aus dem spannungsoptisch aktiven Kunststoff 
Araldit wurden zwei kreisfcrmige L&her 
gebohrt und gut passende kreisfijrmige Aral- 
ditstgbe durch die L&her geschoben. Die 
Zugkrgfte P wurden an den Staben durch beider- 
seits der Platte wirkende Schniire hervorgerufen, 
die im Bild 4 zu sehen sind. Damit die in den 
Lijchern auf die Platte iibertragenen KrCifte P 
sowohl Druck auf der einen Seite der Lochrgnder 
als such Zug auf der entgegengesetzten Seite der 
Lochrgnder hervorrufen, wurden die Stgbe in 

den Lijchern eingeleimt. Ein guter Leim aus 
Araldit steht hierfiir zur Verfiigung. Die einge- 
tragenen Isochromatenordnungen entsprechen 
dem theoretischen Verlauf nach Abb. 3. Ins- 
besondere tritt die nullte lsochromatenordnung 
als Kreis durch die Mitten der beiden St%be in 
Erscheinung. Da infolge etwas zu grosser 
Belastung das eine Loch aufriss, ist im Iso- 
chromatenbild eine kleine StBrung der Sym- 
metrie eingetreten. 

Bei den spannungsoptischen Versuchen hat 
mir mein friiherer Assistent Herr Dr.-Ing. Max 
Kufner geholfen, wofiir ich ihm an dieser Stelle 
meinen Dank aussprechen m6chte. 

Abstract-By means of the equilibrium equation and the compatibility equation the two invariables 
of plane stress are provided as a generally valid function. The stress caused by two counteracting 
single forces is given as an example. From the theoretical solution the isochromates are calculated 

and compared with a photoelastic test. 

Rksum&--L’Cquation d’tquilibre et l’kquation de compatibilitd permettent de dtterminer les deux 
invariants d’une contrainte plane sous la forme d’une fonction toujours valable. La contrainte 
produite par deux forces simples qui s’opposent est donnke en exemple. Les isochromes sont calcules 

& partir de la solution thtorique et cornparks aux rdsultats obtenus par photoklasticitk. 

AHHOTWi~-PaCCMaTpPlBaIoTCR C IIOMO~bl0 J’paBHeHHR paBIIOBeCEIfI 12 YpaBHeHHFI COBMeCTLI- 

MOCTI~ asa cnysan nnoc~oro Hanpnlti&HHoro ~~CT~RHHR, cnpasennm3bIe IIOBCIO~~ Ii BbIpa- 

XeHHbIe Yepe3 OAHJ’ (PyHIEqllIO. B HaYeCTBe IIpliMepa IIpMBOHIITCFi COCTOXHlle HaIIpH?HeHHOCT&I, 

Bbl3BaHHOe AByMfI IIpOTHBOlIOJOFKHO HaIlpaBJIeHHbIMPI e~&lHWlHbIMl4 CKIaMII. &‘k3 TeOpeTPI- 

YeCKOrO pellE!HLlH p3CCWlTaHbI M3OXpOMbI Ii IIpOBe]teHO CpaBHeHRe C AaHHbIMLI, IIOJIyqeHHbIMK 

npn n~y~lenmr Hanpfn~~nuoro COCTOF~HLIFI onTlvIecKIII\I nyTBnI. 


