tni. J. Heat Mass Transfer. Vol. 5, pp. 129-135,

Pergamon Press 1962. Printed in Great Britain,

DER EBENE ELASTISCHE SPANNUNGSZUSTAND IN
KOMPLEXER DARSTELLUNG

L. FOPPL
Miinchen

(Received 21 September 1961)

Zusammenfassung—Die beiden Invarianten des ebenen Spannungszustandes werden mit Hilfe der

Gleichgewichtsgleichungen und der Vertriglichkeitsgleichung allgemein giiltig durch eine Funktion

dargestellt. Als Beispeil dient der Spannungszustand, der durch zwei entgegengesetzt gerichtete

Einzelkrifte hervorgerufen wird. Aus der theoretischen Losung werden die Isochromaten berechnet
und mit einem spannungsoptischen Versuch verglichen.

DIE GRUNDLAGEN
LEGT man in die Ebene eines elastischen Span-
nungszustandes ein kartesisches Koordinaten
system x, y und bezeichnet die Spannungen in
Schnitten parallel zu den Koordinatenachsen
mit o, o, und =, so lauten die Gleichgewichts-
gleichungen:

do, Ot

x + 5 =0 (1a)
oo, or . b
oy Tex (16)

Positives Vorzeichen der Normalspannungen o,
und o, soll Zug und negatives Druck bedeuten.
Auch das positive Vorzeichen der Schubspan-
nunge muss vereinbart werden. Durch das
positive Vorzeichen vor = in den Gleichgewichts-
gleichungen (i) wird die positive und negative
Richtung der Schubspannung bestimmt.

Die Vertriglichkeitsbedingung fiir die elasti-
schen Spannungen ist von 7 unabhingig. Mit
der Abkiirzung

o

o2
o

o2

- @

lautet sie:
A(o; + 0,) = 0. ©))

Statt der Verinderlichen x und y sollen die kon-
jugiert komplexen Veridnderlichen

B
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z=x iy
Z=x-—1iy

XS

eingefiihrt werden. Die Umkehrung dieser
Koordinatentransformation ist
z+2Z .

TTAT

2

Z—Z
__l ——— e

> ®)

X = y =S

Zunichst wird gezeigt, dass die beiden Gleich-
gewichtsgleichungen (i) in der komplexen Dar-
stellung einer einzigen gleichwertig sind. Zu
diesem Zweck bilde man aus den GIl. (1) mit

Hilfe der imagindren Einheit i:
oo, = Or

ot )__0
G+ o)+ ile o) -

Schreibt man diese Gleichung um in:

Co,
ox

+ i (6)
7] 0 .
ox (o, + iT) + 183} (oy —it) =0 (7)

und beachtet, dass wegen der Gl. (4)

g ; ooy + 1 oy +- i)
é} (Uz + l‘r) = ~,-»?£_..T.), ,,_,?f -
und ®)
9 ) oy, — ir) ., 8(o, — ir)
3_]:‘ (G,y — lT) = — o — 1 m-.-az_ Z

gesetzt werden kann, so geht Gl. (7) bei Ein-
setzen dieser beiden letzten Ausdriicke iiber in
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oo, + ity o, — ity (o, + ir)

oz éz ‘ cz
o, — ir) B
to =0
oder
o (o, — o, 7 o'x—}—a'y) 0 9
o R - G S ELINC
Die hierzu konjugierte Gleichgewichts-

gleichung erhilt man durch Wechsel des Vor-
zeichens von (i) zu:

0 (o, —oao, 0 (o, + o, B
EE( 2 - — IT) + 87(“72‘) = 0 (9a)

Bemerkenswert ist, dass in der Gleich-
gewichtsgleichung nur die Spannungssumme
und die Spannungen in der Verbindung
[(e. — 0,)/2] 4 ir auftreten. Es sind dies die
beiden Invarianten des Spannungszustandes.

Um auch die Vertriglichkeitsgleichung (3)
komplex darzustellen, beachte man, dass fiir
eine Funktion von x und y, die in den Ko-
ordinaten z und Z umgeschrieben wird, wegen
Gl. (4) die Beziehungen gelten:

oF oF oF oF oF
- = -und - =i-- —

ox o0z ' ez ay oz

3
' ez

Bei nochmaligem Differenzieren erhilt man
hieraus:

&*F ~O*F  OF &*F  PF
" a2 U azer T azer T W
_&F O*F  O*F
T T Caer T o
0*F . &F PF *F  O*F
g~ " a2 ezer eze: T er
2F *F o*F

oz 0z6z  0z*
Die Addition dieser beiden Gleichungen ergibt

_@F ®F  &F

AF= ot 50 =4 e

(10)

Die Vertriglichkeitsgleichung (3) lautet dem-
nach in komplexer Darstellung:

o, - o,)

Gz 0 (an

Diese Gleichung sagt aus, dass sich die

Spannungssumme o, + o, durch die Summe

oder die Differenz zweier gleicher Funktionen
von = bzw. 7 folgendermassen darstellen lisst:

o, + g, = ¢’(Z) + 9{)(;—') (Iz}
oder
oy + 0, = — i[f(z) — $(2)]

In beiden Fillen wird Gl. (11) befriedigt.

Fiirs weitere soll der Ansatz nach GL (12)
fiir die Spannungssume zu Grunde gelegt wer-
den. Damit geht die Gleichgewichtsgleichung
(9) iiber in:

o (o, — o, Y 1 dé(2)
R R

woraus durch Integration nach z folgt

Op — Oy s z de(2) =
Ty + i = — 3 T4 + 1)

(12a)

(13

Darin bedeutet f(7) eine zunichst unbekannte
Funktion von Z, die dazu dient, Randbedingun-
gen zu erfiillen; f(2) fiir sich genommen gehort
zu einem harmonischen Spannungszustand, fiir
den die erste Invariante o, - o, verschwindet.
Wenn in der Spannungssumme y nur in geraden
Potenzen auftritt, so darf man das Vorzeichen
von y umkehren. Dies bedeutet aber, dass zur
Befriedigung der Randbedingungen zwei Funk-
tionen f1(Z) + f3(z) zur Verfiigung stehen.

2. BEISPIEL: ZWEI ENTGEGENGESETZT
GERICHTETE EINZELKRAFTE

In der unendlichen Ebene sollen auf einer
Geraden, die als x-Achse dient, an zwei Punkten
O, und O, im Abstand 2a zwei entgegengesetzt
gerichtete Krifte P angreifen (s. Abb. 1). An
einer belicbigen Stelle 4 der Ebene entsteht
dabei ein ebener Spannungszustand, der sich
aus den strahlenférmigen Spannungen o,; und
0.5 Zusammensetzt mit

P acosg, P acosq,
Opy = —— il und o,y = — — L4
wa r K ry

(14)

Hieraus folgt durch Uberlagerung von o, und o,,:
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2

P2

3 > > X
0, P
|

>l

g}

ABB. 1.

T = Opy COS% @ + 0,5 COS® @y 1
P (acosp; acos®g,
- ma ry ts

o, oy sin?@, 4 o, sin® @,

P (a cosq, sin®g;  acos @,sin 2%)

T ma r ro

. (15)

Ty = T = Gy COS @y SIN @1 +- 0, P COS, SIN Py

_ P (a cos?g,sing, acos®g,sin tpz)

" 7a ry 7y

Die erste Invariante wird dann:

Gz+cy__arl+arz
2 2
_i_ acosy; acosgs 16
T 2ma\ r, r (16)

und die zweite Invariante:

. — P [a
T % (252 exp i)

2 T =0\ T

acos g,
Iy

eXp (21'%)) an

Um die Spannungen dimensionslos darstellen zu
konnen, beziehe man sie auf die Einheitsspan-
nung:

(18)

Entsprechend den Uberlegungen von §1
soll der Spannungszustand in komplexer
Schreibweise dargestellt werden. Man beachte
die Beziehungen:

z, =rexp(ig) =z + a;

Zy = FyXp (i) = z — a;

woraus
i_l = _:_ 2 r‘lleXP (—ipy);
él =3 i = %eXp(ifpl)
sowie
= R el

1 1 2cosq
a+z+a—+—2_ rno

1 1 2 cosg,
i zta—:" " W

Vergleicht man Gl. (12) mit Gl (16) unter
Beriicksichtigung der Gl. (18) und (19), so
erhélt man:

a a

+

a+z a—z

$(2) =

(20)
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Um die zweite Invariante komplex darzustellen,
bilde man

de(z) a a

4z T @ T @ @D
Damit folgt aus Gl (13)
Gy — GU .
-—'zv - -l— 1T

= 2 ( (a + 2)2 + ( 7-)2) —{—f(f) (22)

Mit
~ 2a + % z
f@ = ((a g + ( 252) (23)

geht GL (22) iiber in
6, — G, . z{ a a 1
ey )

a{2a+z 20 — 2

2 ((a + 22 (a— 2)2) 2
_a'2a+:+2 2a— —z)

*( (@+2¢ 7 (a—-2¢

J

Dieser in komplexer Darstellung wiedergege-
bene Ausdruck fiir die zweite Invariante stimmt
mit dem Wert nach Gl. (17) iiberein, wovon
man sich leicht liberzeugen kann, wenn man in
Gl. (24) z + £ = 2x einsetzt und

1 1 . 1 1 .
e = 5 €XP Qipy); 5y, = 5exp (2igy)
(a +2) ry (@a—2) r,
beriicksichtigt.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zweck-
missig, das zu den Angriffspunkten O, und O,
der beiden Krifte P gehorige Bipolarko-
ordinatensystem zu Grunde zu Jegen (s. Abb. 2).
Bekanntlich sind die Koordinatenlinien dieses
Systems liberall senkrecht aufeinander stehende
Kreise (s. z.B. “Drang und Zwang” Bd. 3, S. 141).
Die eine Kreisschar sind die durch die Pole
O; und O, laufenden ““Polkreise’, deren Mittel-
punkte O, auf der y-Achse liegen (s. Abb. 2).
Die Mittelpunkte O, der zweiten Kreisschar,
der sogen. “Apollonischen Kreise”, liegen auf
der x-Achse. Die Polkreise sind durch 8 =
const. gekennzeichnet (Der Winkel 8 = 8, + 85,
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ist in Abb. 2 eingetragen). Die zugehorigen
Radien sind mit R, bezeichnet und die der
Apollonischen Kreise mit R,. Die im Aufpunkt
A von den beiden Kriften P herrithrenden
Spannungen o,; und o, nach Gl (4) sind in
Abb. 2 eingetragen. Die damit folgenden, auf
das Bipolarkoordinatensystem bezogenen Span-
nungen o,, o und 7,4 ergeben sich hieraus zu:

N

o, = 6,1 C08% B + o, C08% B,

P
- (COE% 2By — — % cos? Bz)
ki ry Yo |
0y = 0y SIN® By + 0,5 8IN* By
__ P [cos P1 e 0S@y .
= (e = )| o

Tap = Oy COS By 8iN B — 0,5 COS By sin By

P (cos #

™

L cos B, sin B;
1

+ (59322 cos B, sin /32)

2

Um die Spannungen dimensionslos darzustellen,
setzen wir entsprechend Gl. (18) (P/2wa) = 1.
Aus Abb. 2 entnimmt man die Beziehungen:

ry=2Rzcos By; rp= 2R, cos By (26a)

cos ¢, = sin B cosg, — — sinB; (26b)

Unter ihrer Beriicksichtigung und wegen
Bi + B, = B gehen die Gl. (25) iiber in:

oy = ];i (cos B, sin B, + sin B, cos By)
B

— % sing=sin?f (27a)
Ry
__a (sin? B, sin B,  sin? B, sin /31)
Ia = R, cosB, cos B

- g— sin (8, + B)tgfitgh, = sin® BigBitg
# (27b)
Tap = RE}é (sin B, sin B, — sin B, sin ;) = 0 (27c¢)

Gl. (27c) sagt aus, dass die Normalspannungen
o, und o liberall Hauptspannungen sind. Die
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azy

Agg. 2. Die Bipolar-Koordinaten « und 8.

Kreise des Bipolarkoordinatensystems sind dem-
nach Hauptspannungslinien des Spannungs-
zustandes. Nach Gl. (27a) nimmt o, lings der
Polkreise 8 = const. konstante Werte an.
Denkt man sich eine zu einem beliebigen Pol-
kreis gehorige Kreisscheibe aus der Ebene
herausgeschnitten, so halbiert der Polkreis die
beiden Lasten P derart, dass auf die Kreis-
scheibe bei O, und O, die entgegengesetzt
gerichteten Zugkrifte P/2 entfallen, wihrend
auf die kreisgelochte Ebene bei O, und O, die
zwei entgegengesetzt gerichteten Druckkrifte
P{2 wirken. Wenn man am Rand der heraus-
geschnittenen Kreisscheibe einen gleichmaissigen
Druck p = —sin? B aufbringt, der sich als
gleichformiger hydrodynamischer Druck iiber die
ganze Kreisfliche verteilt, so verbleiben als
dussere Belastung der Kreisscheibe die beiden
Zugkrifte P/2 an den Punkten O, und O,. Der
Spannungszustand in der Kreisscheibe unter der
Wirkung dieser beiden dusseren Krifte wird
demnach durch die Gl. (27a) und (27b) fiir
o, und o, wieder gegeben, wenn man noch den
hydrodynamischen Druck p = —sin? 8 iiber-

lagert. Entsprechend bekommt man den Span-
nungszustand in der kreisgelochten Scheibe
unter der Wirkung zweier Druckkrifte P/2 bei
0, und 0, aus den Gl. (27a) und (27b), wenn man
den vom gleichmissigen Druck p == —sin® 8
lings der kreisformigen Begrenzung herriihren-
den Spannungszustand in der kreisgelochten
Scheibe iiberlagert. Bei der endgiiltigen Berech-
nung der Spannungen ist der Faktor P/2na den
Spannungen hinzuzufiigen, der nach GL (18)
gleich i gesetzt worden war.

Bei der Ableitung dieser Ergebnisse hitte
man auch von den beiden komplex dargestellten
Invarianten nach Gl (20) und (24) ausgegen
konnen, wenn man den Ubergang von der
z=x-+iy Ebene auf die Koordinaten
y = a - if des Bipolarkoordinatensystems mit
Hilfe der Beziechung

z~atga+il3
- 2

(28)

oder nach Spaltung dieser Gleichung in Real-
und Imaginérteil:
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sinh — a .
4 cosh + cos B’
durchgefiihrt hitte. Diese rein analytische
Behandlung der Aufgabe ist aber umsténdlicher
als die obige Darstellung. Die Gl. (27) sollen
dazu dienen, die Isochromaten zu berechnen
und mit einem spannungsoptischen Versuch zu
vergleichen. Da die Spannungen o, und og
Hauptspannungen sind, so erhilt man die
Isochromaten aus der Bezichung:

sin B

X = B ¢ R P
Y cosh -+ cos B

(29)

Setzt man die Werte fiir ¢, und o4 aus den GL
(27) ein, so erhilt man:
sin% 8
== (ghtgh— 1 (0)
oder wegen der aus Abb. 2 zu entnehmenden
Beziehungen

a—x a—+ x
t = t g == )
g8 7 gh 7
sin? B/a* — x? sin? B a® — r?
- ‘T("y‘f’ _ ) L)
e Yo

wobei 12 = x? 4+ »? bedeutet. Auch hier ist zu
beachten, dass es sich um die dimensionslose
Darstellung der Spannungen handelt und die
tatsdchlichen Spannungen durch Multiplikation
mit P/27a erhalten werden.

Besonders bemerkenswert ist, dass die Null-
Tsochromate 7 = 0 dem Grundkreis r = «
entspricht. Fiir alle Punkte innerhalb des
Grundkreises tist 7y positiv, fiir alle Punkte
ausshalb negativ. Da die Spannungsoptik nur
den absoluten Betrag von 7y an jeder Stelle
angibt, so kommt der Unterschied im Vorzeichen
von ry innerhalb und ausserhalb des Grund-
kreises spannungsoptisch nicht zur Geltung.

Die Isochromaten 7y == const. werden mit
Hilfe von GIl. (31) erhalten, indem man fiir
einige Punkte des Spannungszustandes die Werte
von 7g berechnet und die zu gleichen ~y-
Werten gegehorigen Punkte miteinander ver-
bindet. Auf diese Weise sind die in Abb. 3
eingezeichneten Isochromaten gewonnen wor-
den. Alle Isochromaten iiberschreiten die Null-
Tsochromate (Grundkreis) in den Polen O, und
0,.

Um dieses theoretisch gefundene Bild der
Isochromaten mit einem spannungsoptischen
Versuch zu vergleichen, wurde eine spannungs-

-0-67"
0-67

7y -
726

,
A
'

n

02 p

ABB. 3. Die Isochromaten 75 = const.



AgB. 4, Isochromaten beim Versuch.
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optische Aufnahme mit dem einfarbigen Licht
einer Natriumdampflampe durchgefiihrt. Das
Ergebnis zeigt Abb. 4. In der 1 cm dicken Platte
aus dem spannungsoptisch aktiven Kunststoff
Araldit wurden zwei Kreisformige Locher
gebohrt und gut passende kreisformige Aral-
ditstibe durch die Locher geschoben. Die
Zugkrifte P wurden an den Stiben durch beider-
seits der Platte wirkende Schniire hervorgerufen,
die im Bild 4 zu sehen sind. Damit die in den
Lochern auf die Platte iibertragenen Krifte P
sowohl Druck auf der einen Seite der Lochrinder
als auch Zug auf der entgegengesetzten Seite der
Lochrinder hervorrufen, wurden die Stdbe in
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den Lochern eingeleimt. Ein guter Leim aus
Araldit steht hierfiir zur Verfiigung. Die einge-
tragenen Isochromatenordnungen entsprechen
dem theoretischen Verlauf nach Abb. 3. Ins-
besondere tritt die nullte Isochromatenordnung
als Kreis durch die Mitten der beiden Stiibe in
Erscheinung. Da infolge etwas zu grosser
Belastung das eine Loch aufriss, ist im Iso-
chromatenbild eine kleine Storung der Sym-
metrie eingetreten.

Bei den spannungsoptischen Versuchen hat
mir mein fritherer Assistent Herr Dr.-Ing. Max
Kufner geholfen, wofiir ich ihm an dieser Stelle
meinen Dank aussprechen mochte.

Abstract—By means of the equilibrium equation and the compatibility equation the two invariables

of plane stress are provided as a generally valid function. The stress caused by two counteracting

single forces is given as an example. From the theoretical solution the isochromates are calculated
and compared with a photoelastic test.

Résumé—L’équation d’équilibre et I'équation de compatibilité permettent de déterminer les deux

invariants d’une contrainte plane sous la forme d’une fonction toujours valable. La contrainte

produite par deux forces simples qui s’opposent est donnée en exemple. Les isochromes sont calculés
a partir de la solution théorique et comparés aux résultats obtenus par photoélasticité.

AHHOTANMA—PaccyMaTPUBAIOTCA € MOMOINBIO YPABHEHHS PABHOBECHA M YPABHEHUS COBMECTU-

MOCTH 7IBA CIYy4as IJOCKOTO HANPSUKEHHOTO COCTOAHMA, CIIPABEIIMBEE IOBCIOAY U BHIpa-

“KeHHBIe uepe3 ogHY QyHKIMI0. B KauecTBe MpuMepa NPHBOTUTCH COCTOAHNE HANIPSAKEHHOCTH,

BEI3BAHHOE [BYMA MNPOTHBONOI0KHO HANPABJICHHHIMM €IWHHYHBIMU cuiaMiu. Y3 teopern-

4eCKOTO0 pelIeHnA PACCUNTAHL N30XPOMHL I TPOBEEHO CPaBHEHHE ¢ JAHHEIMU, TOJIY4eHHbIMA
IPH N3YYEHUH HAMPSHKEHHONO COCTOSHUA ONTHUECKUM ILYTEM.



